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Contenido de esta presentacion:

1. Introduccion

® Loterias
® Teoria de la Utilidad Esperada
® Funcién de Utilidad VNM

2. Axioma de Independencia
® Ejercicio 2.20 de J&R.
3. Perfiles al riesgo

® Disuadiendo el crimen, G. Becker (1968).
® Ejercicio 11.6. de SB

. Seguro actuarialmente justo
® Ejercicios 6.C.1y 6.C.18 de MWG
5. Demanda de un activo riesgoso

B

® Influencia de los impuestos en el rendimiento.
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Introduccion

® Las decisiones que toman los individuos no surgen solo de los resultados
esperados sino también de otros factores definidos a través de una funcién de
utilidad.

® Eso se debe al hecho de que las ganancias pueden incrementarse, pero no
necesariamente la valoracién u(g) del agente por la misma.

® Tomamos toda la estructura vista en Teoria del Consumidor y le anadimos
incertidumbre.

® En Economia de la Informacién serd un herramienta fundamental, que nos
permitird modelar los temas a tratar.

® Aplicacion para la resolucion modelos de equilibrio general dindmicos y
estocésticos (DSGE).
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Introduccién

Teoria de la Utilidad Esperada:

Si las preferencias del decisor sobre las loterias satisfacen los axiomas:
G.1 Completitud

G.2 Transitividad

G.3 Continuidad

G.4 Monotonicidad

G.5 Sustitucion

G.6 Reduccion a Loterias Simples

luego sus preferencias son representadas por una funcién de utilidad que tiene la
forma de utilidad esperada:

u(g) = sz' * u(aq)
1=1
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Loterias

e Loteria Simple
n
gs ={(proai,p2oas,....ppoay) | p; > 0721% =1}
i=1

Ejemplo:
g' = (1/30$9100,1/3 0 $6400, 1/3 o $1000)

g* = (10$1000)

e Loteria Compuesta
n
ge={(1og'p2og® ..pnog") | pi>0,> pi=1}
i=1
Ejemplo:
g=(2/30g",1/30g%
g=1(2/30(1/30%9100,1/3 0 $6400,1/3 0 $1000),1/3 o (1 o $1000))
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Repaso: Axiomas G.5 y G.6

G.5 Sustitucion
Sean dos loterfas compuestas: g y h, donde g* ~ h?, es decir, el individuo esté
indiferente entre las loterias (simples o compuestas) que componen a g y h, luego
gwhsipg:pflVi.

G.6 Reduccion a Loterias Simples
Esto se puede ver facilmente con el ejemplo de la slide anterior:

9=(2/309",1/304%
g=1(2/30(1/30$9100,1/3 0 $6400,1/3 0 $1000), 1/3 o (1 0 $1000))
distribuyendo la probabilidad de ocurrencia de g' y g2, que conforman a g
gs = (2/90$9100,2/9 o $6400, 5/9 o $1000)

es asi como una loteria compuesta puede ser reducida a una simple y se puede ver
como en ultima instancia las preferencias del individuo estan completamente
determinadas sobre estas ultimas. — g ~ g;
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Axioma Independencia

Ejercicio 2.20 J.&R.
Considere el siguiente Axioma de Independencia en las - sobre las loterias:
Si
(pl ©at,...;Pn © an) ~ (QI ©ai,...;qn° an)
luego para todo a € [0, 1], y para toda loteria (r1 o a1, ...,m, 0 ay),
((ap1 + (1 —a)r1) o agy ..., (apn + (1 — a)ry) 0 ayp)

~

((aqp + (1 —a)ry) o aq, ..., (g + (1 — a)ry) o ay)

® Mostrar que este axioma se deduce del Axioma G5 y G6.
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Antes de comenzar veamos intuitivamente que implica este Axioma:

Supongamos dos loterfas g1 y g2, donde g1 =~ g2

Luego, tomando cualquier promedio ponderado (o mezcla t) de g2 con g3y g1
con g3.

La relacién inicial de preferencias no deberia variar.

91 % 92

Sea t = 1/2, el Axioma de Independencia indica:
(1/20q1, 1/20g3) 7 (1/20 g2, 1/20 g3)

Es decir, el ranking entre g; y g2 es independiente de cualquier tercer loteria
g3 cuando esta loteria se promedia con g; v g2 de la misma manera

(t =1/2 en ambos casos).

En otras palabras, lo que quiere mostrar es que cualquier combinacién convexa
entre loterias no afecta las preferencias sobre ellas.
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Proof. Axioma Independencia
Partimos de:
((ap1 + (1 —a)ry) o agy ..., (apn + (1 — @)ry) o ayp)
((aq1 + (1 —a)ri)oar, ..., (agy + (1 — a)ry) 0 an) ()

Llamemos:
= (pLoay,..,pnoan)

y=1(q100a1,qn ©an)
z2=(r10a1,....,7 0 ay)
Tomando la primera parte de la expresion ()
((ap1 + (1 —a)r1) o agy ..., (apn + (1 — a)ry) o ap)
podemos reescribirla de la siguiente forma aplicando G.6,
(@o(proar,....ppoan), (1—a)o(rioar,...mmoan))

(aoa, (1-a)oz) ()
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Cont. proof
Aplicando el mismo procedimiento entre y y z (segunda parte de la expresion (x)),
llegamos:
(o + (1 — )ry) o ay, ..., (agn + (1 — a)ry) o ay)

(aoy, (1 —a)oz) (xxx*)
Entonces a partir de (*), y tomando las expresiones anteriormente halladas (xx) y
(% * %), se obtiene la siguiente relacién:
(dozx, (1—a)oz)~(aoy, (1—a)oz)
con «a € [0, 1]. Por G.5, sabemos que eso se cumple si:

T~y

e El axioma de independencia nos indica que la relacién de preferencia entre
loterias no se altera cuando se “combinan” en igual probabilidad con otra.

¢ FEl axioma de independencia estd intimamente relacionado con la
representatividad de las preferencias sobre las loterias por una funcién de

utilidad que tiene la forma de utilidad esperada.
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Actitudes frente al riesgo

1. Averso al riesgo en g si u[E(g)] > u(g) = v”(.) <0
2. Neutral al riesgo en g si u[E(g)] = u(g) = v"(.) =0
3. Amante del riesgo en ¢ si u[E(g)] < u(g) = u"(.) >0

Si tales actitudes se cumplen para todas las loterias, decimos que el individuo es
averso, neutral o amante al riesgo, respectivamente

Otra forma de medir el perfil al riesgo es por medio del coeficiente Arrow-Pratt:

__1LH(1U)

Ry(w) = ———=
) = )

® DARA: la aversion al riesgo de un individuo es menor cuanto mayor sea su
riqueza, y por tanto, el coeficiente de aversion absoluta al riesgo es decreciente
con la riqueza. — OR,(w)/0w < 0.

e CARA: la aversién al riesgo de un individuo es constante, si R,(w) permanece
constante con un aumento en w. — OR,(w)/0w = 0.

e TARA: la aversién al riesgo de un individuo es creciente, si R,(w) aumenta con

un aumento en w. — IR, (w)/0w > 0.
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Ejemplo:

® DARA: supongamos la funcién de utilidad VNM u(w) = In(w),
donde v’ = 1/w y u" = —1/w?

—1)/w?
Ra(w):f( 1)/ =1/w

1/w

ORq(w) 2

=-1 0

S Jw* <
® TARA: supongamos la funcién de utlidad VNM u(w) = w — bw?,
donde v’ =1—-2bwy v =—-2byb>0

—2b

Ra(w) = _(1 - 2bw)

Como esperamos un agente averso al riesgo (Rq(w) > 0), imponemos
1 —2bW > 0. Luego:
OR,(w) 4v?

ow (1 — 2bw)? >0
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Disuadiendo el Crimen

Ejercicio 11.6. de SB: Félix puede seguir una vida delictiva. Su probabilidad, p, de
ser atrapado es 0,4. Si lo atrapan, su riqueza en la cdrcel es de $25; si no lo
atrapan, él disfruta de una riqueza de $100.

(a) ;Cual es la riqueza esperada de Félix?

(b) Suponga que la utilidad vNM de la riqueza de Félix estd dada por /w. ;Cuél
es la utilidad esperada de Félix al llevar una vida delictiva?

(¢) {Cuadl es el nivel de riqueza cierta que dejaria indiferente a Félix entre vivir
honestamente o elegir una vida delictiva?

(d) Suponga que el sistema judicial quiere disuadir el crimen aumentando las
penas por una vida delictiva, por lo que la riqueza de Félix en la cércel es
ahora $16. ;Hasta qué punto la sociedad puede reducir la aplicacién de la ley,
es decir, la probabilidad de ser atrapado, p, tal que la utilidad esperada de
Félix sea la misma que en (b)?
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Disuadiendo el Crimen

(a) ;Qué valor tiene la riqueza esperada de Félix?
La loteria de llevar una vida delictiva queda conformada:

g=1(0,4025,0,60100)
Luego, la riqueza esperada E[g] o el valor medio de su riqueza:

25%0,4+100%0,6 =70

(b) Suponga que Félix tiene la siguiente funcién de utilidad VNM /w ;Cudl es la
utilidad esperada?

u(g) = 0,4v25 + 0,6v100 = 8

Notar que v/w es una funcién estrictamente céncava en todo su dominio y, por
lo tanto, Félix es averso al riesgo.

8 = u(g) # ulE(g)] = V70 = 8,36
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(c) {Cudl es el nivel de riqueza que deja a Félix indiferente entre vivir
honestamente o elegir una vida delictiva?

¢ El equivalente cierto (CE) es aquella cantidad de riqueza donde:
u(g) = u(CE)
es decir, ambas opciones le reportan la misma utilidad:

VCOE =8 = CE =64

Ne

><V

CE g
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(d) Suponga que el sistema judicial quiere disuadir la actividad delictiva,
incrementando las sanciones, entonces la riqueza de Félix en prisién ahora pasa a
ser $16. ;En qué medida puede la sociedad reducir la aplicacién de la ley, es decir,
la probabilidad de ser atrapado, p, de modo que la utilidad esperada de Félix sea

la misma que en (b)?

Planteamos la nueva loteria:
g = (po16,(1—p)o100)

Debemos hallar cudl es p tal que u(g’) = 8.
pxu(l6) + (1 —p
pxd+(1—

~—

*u(100) = 8
*10 =28

cm.—S

p:

Resumen: En estas aplicaciones, se encuentra que politicas con mayores
penalizaciones combinadas con menores probabilidades de captacién de in-
fractores son igual de efectivas y suelen ser menos costosas.
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Disuadiendo el Crimen

. Qué analizamos en este ejercicio?: Este tipo de aplicaciones a problemas
usualmente no tratados en economia esta basado en trabajos de Gary Becker
(Por ejemplo: “Crime and Punishment” (1974)).
., Qué puede hacer el Estado para que los individuos eviten cometer la infrac-
cién?

® Aumentar el control — afectando p.

¢ Aumentar la penalizacién una vez que detecté la falta/delito (ej: multas

o duracién de las penas).

® [as alternativas tienen distintos costos.
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Seguro actuarialmente justo

Ejercicio 6.C.1 de MWG.

La decisién del agente sera determinar la cantidad éptima « de seguro a comprar.

Considere un agente estrictamente averso al riesgo.

Tiene una riqueza w pero corre el riesgo de perder L ddlares.

La probabilidad de pérdida es .

Sin embargo, es posible que que el agente compre un seguro.

Una unidad de seguro cuesta p délares y paga 1 si ocurre la pérdida.

Si a unidades de seguro son compradas y no ocurre la pérdida, la riqueza del
individuo serd w — ap, y si ocurre serda w — ap — L + .

Para ello, el agente tendra que resolver la maximizacién de su utilidad esperada:

m;i(;)( (1 —m)u(w — ap) + mu(w —ap — L+ )
oz
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Si a* es 6ptimo tendrd que cumplirse la CPO:
—p(1 —m)u/ (w —a*p) + (1 — p)u/(w — L+ a*(1—p)) <0

con igualdad si a* > 0.
Ahora supongamos que el precio de p unidades de seguro es actuarialmente justo,
es decir, p = w. Luego, la CPO nos queda:

w'(w—L+a*(1—7)) —u(w—a*r) <0

con igualdad si a* > 0.
Dado que u/(w — L) > u/(w), debe ser cierto que o > 0, y entonces

w'(w—L+a*(1—7))=u(w—a'm)
Como u/(.) es estrictamente decreciente, esto implica que,
w—L+a"(1l—7)=w-—a'r

lo que nos da que,
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e Esto muestra, que un agente estrictamente averso al riesgo al contratar un
seguro actuarialmente justo no solo escoge una cantidad a* > 0, sino que se
asegurara por una cantidad igual al monto de la pérdida.

® La riqueza final serd m — Lp, independientemente de si ocurre la pérdida.

A
Whad

w— Lp

w — L

w—Lp w Weood

® La figura muestra la forma en que el individuo distribuye el riesgo al contratar
un seguro actuarialmente justo, quedando indiferente entre el escenario by g.
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Ejercicio 6.C.18 de MWG.

® Ahora bien, analicemos el caso donde p > 7 y mostremos que el individuo no
se asegura completamente.
Ya vimos que si p = m = o = L. Recordando la CPO:

—p(1 = m)u(w — a*p) + (1 — p(w — L+ a*(1 = p)) <0

que se cumple con igualdad si @ > 0. Si asumimos que también en este caso se
asegura por la totalidad del potencial siniestro (o = L):

—p(1 = m)u'(w — Lp) +7(1 = p)u'(w — L+ L(1 = p))
—p(1 = m)u'(w — Lp) + (1 — p)u'(w — Lp))
u'(w— Lp)(—=p(1 = 7) +m(1 = p))

u'(w— Lp)(m—p) <0

dado que p > 7. Entonces la CPO no se cumple cuando a = L.

® Luego, el individuo no se asegura por completo porque el seguro es caro.
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Demanda de un activo riesgoso

® Supongamos que el consumidor tiene la riqueza w y estd considerando la
posibilidad de invertir una cantidad x en un activo incierto.

¢ Este activo podria generar un rendimiento r, € (0; 1] (aumenta el valor del
activo), o mp, € [—1;0) (disminuye el valor del activo).

® La probabilidad de que le vaya bien es .

® Mostrar que si el agente es averso y el rendimiento esperado del activo es
negativo, no invierte en el activo.
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La riqueza que tendra el consumidor en ambos estados de naturaleza:
wp = (w—2x)+x(14ry) =w+ar

Wy = (w—x) +x(1+ry) =w+ xr,

Si el consumidor debe decidir cudnto invertir en  debe resolver:

m;ia( u(z) = mu(w + 2rp) + (1 — m)u(w + xry,)
Tz

Planteando la CPO, asumiendo que u” < 0 y evaluando la expresién en x = 0:

u' () = 7! (w+ zry)rp + (1 — m)u' (w + zrp) T,

W' (0) = o' (w) [rry + (1 — m) 7]
——
(+) (=)

La expresion que se encuentra entre corchetes es el rendimiento esperado de .
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Si el rendimiento esperado es negativo, la u® debe disminuir cuando se invierte
el primer peso en el activo.

Como u” < 0 la utilidad continuard disminuyendo conforme se inviertan mas
pesos en x.

Entonces, si el valor esperado de una loteria es negativo, una persona aversa al
riesgo nunca estaria dispuesta a ejecutar el trade. = La méxima utilidad
esperada serd en z* = 0.

Sin embargo, si el rendimiento esperado de un activo es +, el aumento de x
incrementara la u®, por lo que siempre querra invertir independientemente del
perfil al riesgo que se tenga.
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Influencia de los impuestos en el rendimiento

® Ahora, supongamos que sobre el mismo activo incierto el Estado aplica un
impuesto ¢ sobre los rendimientos.

® La riqueza quedard determinada de la siguiente manera:
wp = w + rpz(l —t)

Wy, = W + (1 — )

® La pregunta aqui sera: jcémo se comporta el nivel de inversién en x cuando se
grava su rendimiento?

En primer lugar, la CPO que determina la inversion éptima en x, serd

mu' (w + zry(1—))rp(1 —t) + (1 — m)u' (w + 27 (1 — ) rm(1 =) =0
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simplificando los términos (1 — ¢), tenemos que
7 (w + zry(1 —8))rp + (1 — m)u/ (w + 2rp (1 — )7, = 0

Ahora, llamemos Z a la solucién con el impuesto y x* a la solucién sin impuesto

(t=0).

i, Qué relacién hay entre & y x*7
e con0<t<l mu(w+mri(l-t)+1—-—muv(w+rnz(l—1t)=0
® cont=0 v/ (w + rpr*(1 = 0)) + (1 — m)u/(w + rpa™(1—0)) =0

De las tdltimas dos CPO se puede ver que:
¥ =z(1—1t)

y si reacomodamos, la relacién entre x* y & se hace explicita:

*
=2z

1-¢
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De esta forma podemos ver que & > z*, dado que 0 < ¢t < 1 y por tanto
1/(1—1t) > 1.

Resultado que es contraintuitivo, ya que a primera vista hubiésemos afirmado
que un impuesto de esta indole tenderia a disuadir a los individuos de invertir
en él.

Lo cierto es que, un impuesto a los rendimiento del activo incierto fomentan la
inversién en él.
Este hecho se debe a que:

® si bien reduce las ganancias cuando = 1, porque r,(1 —t) < 75

® también logra reducir la pérdida en el estado de naturaleza malo z |, porque

(1 —1) > 1

En otras palabras, el impuesto reduce el rendimiento esperado, pero también
su riesgo (o).
Asi, si el individuo aumenta su inversion puede obtener exactamente el mismo
tipo de rendimiento que antes, y de esa forma contrarrestar totalmente el
efecto de t.
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